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KEKONGRUPNPN

4.2 Kekongruenan

Konsep kekogruenan pada bilangan bulat dikembangkan berclasarkan kon-
sep Algoritnra Pembagian.

Defirrisi 4.2.L. D'ittertA;:utt bilu'rI(.tun, bu,lat a,b d,u,nrn de,nga'nnt 10. Bi,la,nga,n a

du"tt' b d,iku,t,u,A:urt, kongruen modulo nt j'iku, rrt. trtttrt,ttu,qi a,-tt, fli,rtotq,s,iku,rt, tl,eyqu1,

a: b (nrod nr). Ji,ka'm, ti,dak membag,i a - b, maka b,ilangan a d,an b d,,ikatakan

ti,dak ko'ng'ruen rnodulo 'm, dan di,,notasi,kan a t' b (mod *).

Relasi ":" pada clefirrisi tersebut dinarnakan relasi kongruensi. Beber-
apa karakteristik dasar terkait dengan kekongrqenan diberikan sebagai berikut.

Teorema 4.2.2. Di,berikan bi,langan bulat a,b,c,d, d,an rn.

a. a: a (mod rn).

b. Ji'ka a: b (rnocl ln) dan b: c (mocl rn), ,maka a: c (rnod rn).

c. o : b (rnocl rn), rrruku b: a, (rnocl rrr).

d. Jrkaa: b (rriocl rtt) darLc: d (rrrod'm.), makaa*c:b*d (grodm)
da'n a - c : b - d (nrocl rn).

e' Ji'ka o, : b (rnocl rn.), rtaka untuk setiap b,ilangart bulat k berlaku ko, : kb
(nrod rn).

f- Ji,ka a : b (nrod zn) d,an c: d (mod rn,), maka ac_ bd, (mod, rn).
Secatu 'urnnTn, li,ku o,i : bi (rnotl m.), i - L,...,k, rnaka at...ate _
h...b* (mod m). Lebih lanjut, ji,ka a: b (mod -,) , maka untuk setiap
bi,langan bulat posi,ti,f k berlaku ak : bk (mod rn).

g. a: b (mod n\). ,i: I...'.. k .jika rlan hanua.ji,ka

e : lt (rrrocl k:rrr(m.r. . . .,nt,)).

Secu'r'u khusu,s, 1t,ku rrt,1.. .tn,1,. se,pasang-sepasang r.etatiJ' p,rirna, n-taka

a : b (rnocl rnt), i - r,. . ., k ji,ka dan hanya |'ika a : b (mod lTLr . . .,rn,1,).

Senin , 15 ot/+ober zo tB
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Contoh 4,2.3. Tentukan si,sa pembagian 62013 oteh 57.

Penyelesaian. Diperhatikan batrwa 86 -: -1 (rnod 7), maka diperoleh

02013 = 0.62012 :6.(62;too0 
= 6.(-,1)toou = 1 (mod 3z).

Jarli. sisa perrrbagiarr O2('l;J r;leh 37 aclalah 6.

Contoh 4.2.4. Tentukan dua di,gi,t terakhir d,ari 32013.

Penyelesaian. Diperhatikan bahwa

32013 : (3s;aozte : (Z$)4o227

4g4o2z7 r

(L949)2ot2T

Qg)2or27

(240L)roo 4g.z7

- (1)r001323

: 23 (mod 100).

Jadi. dua digit terakhir clali 32013 adalah 23.

Contoh 4-2.5. Tunjukkan bahuta 7 habis membagi gzn+l a 2n+2 unfuk setiap
bi,Iangan bulat positi,f n.

Penyelesaian. Diambil sebarang bilangan bulat positif n. Diperhatikan bahwa
32n*L : 3.9' : 3.zn (mod 7) dan 2n+2 : 4.2' (mod z). Akibatnya

g2n+t a 2n+2 :7.2n 
= 0 (rnotl Z).

tr

Teorema 4.2.6. D'iberikun bi,luTrgan bulat a,,b d,art, n,,,n. * 0 d,engan si,fat a -
nh * rr,b - nQz * 12, A

tL-t2.

-l

<i--
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Bukti. Diperhatikan bahwa a-b: n(qr-qz)*(r, -rr), maka diperolehnl(a-b)
jika darr ltattya jilia, nl(rr - tr). Iiarena lrt - ,rl < lrr,l. rrralia diperolehrr,l(a-b)
jiktr clarr hau.\'a .f ika 11 - 12 I

Diperhatikan bahwa Teorema ?? dapJt dinyatakan clalanr konsep kekol-
gruerran sebagai berikut.

Akibat 4.2.7. Di,berika'n bi,langa'n prima p. Ji,ka r d,an y bitangan bulat d,engan

si,fatty:0 (rnod yt), makat:0 (mod p) atauy=A (modp).

Hal ini merupakan salah satu contoh kesamaan yang terdapat dalam be-
berapa konsep teori bilangan: plry (notasi keterbagian), rA - 0 (mod p) (notasi
kekongruenan) clan p - kry (notasi persamaan Diophantine). Beberapa aplikasi
clari Tborelna 3.3.3 dan Trrorerr?i 3.3.4 diberikdn sebagai berikut.

Akibat 4.2.8. Di,berikan bi,langan bulat posi,tif m d,an bilangan bulat a.b 4an c

d,t:two,rt ,' * 0. Jiku e,(, : br. (urocl tn), 'maka

o: tt (r'od A#O,
Akibat 4.2,9. Di,berikan b'ilangan bulat posi,tif m d,an a bi,langan bulat yang relati,f
prima dengan m,. Ji,lca a1 dan a2 bi,langan bulat d,engan sifat et: a2 (mod m),
maka e1e : e2e (mod rn).

contoh 4.2.Lo. Tentuka'n sen'nla bi,langan prima p d,an q d,engan si,fat p + q -(p-q)'.

Penyelesaian. Misalkarr bilangan primap dan q memenuhi p+q: (p- q)s.
Diptrrlratikarr baltwa ('p*,t)" - p+q +0. cliperolelrp * q yang berarti p cla' qre-
Ia,tif prittia,. Iiareua, p-q ='2'p (rrrc.,cl p+q)" uraltadiperolel 0:8p3 (nrod ,p+q).

Karcrra p tlarr 17 nrlatif Jx'irrra, rnakzr ,p dan ,St * tl relatif lrrirna, schilrgga dipercllerfr

0 : 8 (mod p + q). Artinya p + qll. Dapat diceh bahwa bilangan prima (p,q)
yang rnernenuhi hauya (3,b) atau (5,3).

Berikut dibelrikan sifat yang bermanfaat rCalam menyederhalakan ben-
tuk pangkat pada relasi kongruensi.

!
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Teorerrta 4.2.L1. Di,ltr:'il:rut ttilutqan bril,at i',.o d,an b denqan a d,an b ,etati,f
prt'nta te'rhada'p m,. Ji,ka r da'n y bila,nga'n bulat ,pos,itr,f d,e'ngan si,fat

a* : b* (mod rn) dan aY : bu (mod rn),

ti

ozcd(r,a) _ 6scd(r,u) (mod nz).

Bukti' Berdasarkan Identitas B6zout, terdapat bilangan bulat tak negatif u dan
u dengan sifat gcd(r, y) : ur - uy. D\peroleh

o,u* : bu' (rnocl rn,) dan auu : huu (rnotl m,),

setrirrgga berlaku auebuY - suugut mod m.. Karena gcd(o,, m) : gccl(m, n) : l,
rrra,ka cliperoleh !'

osccl(r,u) : Lurc*'t"y _ (;ur-vy _ 6Scd(a,u) (rfrOd Zn).

4.3 Kelas Residu

Berda"sarkan Teorema 4.2.2 bagian a. b. dan c., diperoleh bahwa untuk
sebarang bilangan bulat positif nr., setiap bilangan bulat dapat diklasifikasikan
secara, turrggal ke dalarn sttattr kelas berdasarkan sisanya ketika dibagi oleh rn..

Jelas bahwa. terclapat serbauynk nr kela,s.

Definisi 4.3.1. Di,be'ri,kan bi,langan bulat pctsi,tif n. Hi,mpunan b,ilangan bulat S
disebut hirnpunan kelas residu lengleap mod,ulo n jika untuk setiap i, d,engan

0 <i 3n,-L, terdapats€ S dengansi,fat,i: s modn.

Diperhatikarr bahwa {a,a'*!,a*2, . . . ,a*m- 1} merupakan hiinpunan
kelas residu lengkap modulo rn untuk sebarang bilangan bulat a.

Contoh 4.3.2. Di,berikan bi'langan bulat posi,tif n. Pemyataan-pemyataan d,i,bawah

'i'ni bena'r.

+.--
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a, n2 = 0 atau 1 (mod 3); p.-

b. n2 :0 atau *I (mod 5);

c. n2 :0 atau I atau 4 (mod 8);

d. Tt3 : 0 atau *.L (mod 9); ip

e. n3 :2 atau 3 atau S (mod 7); .

f n4 : 0 atau 1 (rnod 16).

Bu,kti d,iserahkan sebagai; lat,ihan.

Contoh 4.3.3. Tunjukka'n bahwa tidak ada bi,langa'n bulat r d,an A yang memenuh,i
:r,'2 -S!/'- 2013.

Penyelesaian. Diandaikau bilangau bulat r dan y rrenrenuhi tr2 - bA, - 2013.
Dipertratikan bahwa x;2 - 5A2 - 0 atau *1 (mod 5). Di sisi lain. 2013 _ 3
(urod 5), suatu kontradiksi. n

Contoh 4.3.4. Diberikan, nt, b,ilangan genap posi,ti,f. Di,asumsikan bahtaa

{at, az, . . ., anr} dan {br,br,. . .,b*}
dua hi,mpunan kelas residu lengkap mod,ulo m. Tunjukkan bahwa

{o.t + bt, az * bz, . . .,am + brnl

bukun hnnp,unun kelas tesidu lengkap mod,ulo m..

Penyelesaian. Diandaikau {a,1 *br,az*b2,...,an,+brr} himpunan kelas residu
lengkap nrodulo zn. Diperoleh

L +2 *... * n - (o, + br) * (or+'bz) *... + (a*+b*)
_ (o, + az*... + a*) * (br + bz*...+b*)
_ 2(I+Z+...+*) (mod nz),

selringga I+z+... *,m-0 (mod m) ataum((m-+t). Kontradiksi den-'2
gan fakta batrwa untuk bilangan genap mj m fm(m-+ 

L). 
Jadi. {o, + b1,a2 *

bz, . . . , a,,t. * br,,| buka' hiurpuuan kelas residu t"r*U"? modulo m. tr

I
l

{r.d

t4



Teorenra 4'3.5 . Di'berikan bi,langan bulat positi,f m d,an a,b bi,tangan bulat d,engan
gcd(o, rn) - 1. Ji,ka s hi,mpuna,n kelas res,id,uibngtcap mod,ulo rn, maka

T-aS+6-{as *b:se ,S}

'me'ru'pakan h,impu,nan kelas ,res,idu lengkap modulo m.

Bukti. Diketahui S hirnpulla,It kelas residu lengkap uroclulo zn. Diperoleh bahwa
banyak anggota dari 5'iula seba,nyak,rre. misalkan s'_ {r,,rr,...,s*} dcn-
garr s, * s.1, i + .j clan rrrrtuli sertiap zi .- 0.I.2,....7n - 1 terclapat 7 clengan

sifat s, - 'i trtoclrn. I)ipcrhatikan bahwa T - {as*b:s €,.9}. rlakadiper-
oleh barryak ariggota dari 7' ada serltanyak m, seliirrgga c:ukup diturrjukkal setiap
anggotanya tidak kongruen satu sama lain dalam moclulo rn.. Dianclaikan tercla-
pat as; * b : asi *b (mod rn) untuk suatu I < i < j 1 m. Diperoleh os; : asj
(rrrod zn,). Karena gcd(a, m) - 1, maka diperoleh sl : sl (mod rn). Kontradiksi
dertgan fakta s; f si,, i + .i. Jacli, 7 rnerupakan himpunan kelas residu lengkap
nrodulo m,.

Selanjutnl&, diberikan hubungan antara kelas residu dengan persamaan
kongrur:nsi linear.

Teorenra 4.3.6. Di,ber"il;u,tt, biLuttttu'n bulat'posttiJ rn. Ji,ka a,b b,ila,nga,n bulat d,en-

gcrrr gcd( o,, In) : I. rrruku tt:du1tul, b'ilurtgurt, bulut t; tlengurt siJ'ut e,tr: b (rnt-rcl zn)

dan semua b'ilangan x: yang n'Lemen'u,hi, kondi,s'i tersebut berad,a pada tepat satu
kelas 'reszdu ,rnodulo rn.

Bukti. l'lisalkan {cr ,c2. . . ,cn,} hirnpunan kelas residu lengkap rnodulo rn. Berdasarkarr
Teorenra 4.3.5,

{o", - b,ac2 - b,. .. ,acm - b}

merupakan himpunan kelas residu lengkap. Akibatnya, terdapat ci dengan sifat
act - b : 0 (mod nz), dengan kata' lain e merupakan solusi persamaan kongru-
ettsi ar : b (rnod rn). Lebih laujut, jika r d,an r'solusi persarlaal kongruensi
o,r - b (nrocl rn), rnakabcrlakue;x: ar' (nod rn.). Kar.erragcd(a,, rn.) - 1, rnaka
diperolelt J.' : r,' (urod zrr). I

r

-
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4.4 Teorema Kecil Fermat dan Teorema Euler

Untuk sct,iap bilangruu Lrulat positif m, banyaknya bilangan bulat positif
n yallg kurattg dari rri datr relatif priura dengan 'm, dirrotasikarr den gan g(n).
Furrgsi rp disebut fungsi Euler. Jelas bahwa gQ) - 1 dan untuk setiap bilangan
prima p, p(p) - p - l. Lebih lanjut, jika n bilangan bulat positif dengan sifat
p(rt) _ n' - L, maka n prima. Beberapa karakteristik lain dari fungsi Euler
diberikan sebagai berikut.

Teorema 4.4.L. Untuk set'iap b'ilangan prima p dan bi,langan bulat posi,ti,f a

be'rlaku p(p") : pu - p"-r.

Teorema 4.4.2. Jika a, dan b bi,la'ngan butat positi,f Aang retati,f p,r,ima, ,maka

p(ab) - p(a)l,r(t).

Bukti. l)isusuu bilaugart L.2, . . . ! c,b sebagai berikut:

a(b-1) +r a(b-r)+2

Jelas bahwa di antara bilangan-bilangan!,2,... ,abterdapat p(ab) bilangan yang
relatif prirna dengan ab. Di lain pihak, terclapat p(a) kolom yang mengandung
bilangan-bilangan yarlg relatif prinra dengan a. Karena setiap kolom merupakan
himpunan kelas residu lengkap modulo b, maka terdapat tepat g@) bilangan pada
masing-masing kolom yang rerlatif prima dengan 1,. Akibatnya, banyaknya bilan-
galt vallg relatif prirtta dettgatt ob pacla susunan tersetrut aclalah p(a)p(b).Jacli,

a
2a

on.

12
a*l a*2

i(ott) : f(a)r(b)

Berdasarkan Teorema 4.4.I

nilai fungsi Buler dari setiap bilangan

,l

dan Teorema 4.4.2 diperoleh karakteristik

bulat positif.
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Tecrrenn 4.4.3. Diberikart, b,ilangan bulat posi,ttf n. Ji,ka n - plrp;, ...p\o fak-
torisasi pri'ma da'rz tt, tnaka

,:tu)-,,('-;) ('- ;) ('- *)
Contoh 4.4.4. Tu'nlukkan bahwa ada tak hi,'ngga ba'nyak'nya b'ila'ngan bulat positi,f

n dengan si,fat I0l9@).

Penyelesaian. Diaurbil rt,:IIk, k - 1,2,.... Diperolehrp(11&) - llk-1lk-r -
10.11k-r n

Definisi 4,4.5. Di,berikan bi,langan bulat positi,f m. Himpunan b'ilangan bulat

S rli,sebu,t hirnpunan, lcelas residu tereduks,i lengkap modulo m, jika un,tuk

seti,ap 0 S i I'n - r denqan gcd(i,m,) - L, terdapat s €,S dengan si,fat i : s

(urod rrr ) .

Jelas bahwa suatu ltintpunart lielas residu tereduksi lerrgkap urodulo m
rnerniliki sebanyak rp(rn,) arrggota.

Teorema 4.4.6. Di,benikan, hi,Iangan bulat, posi,tif nr, dan a dengan gcd(o, rn) - 1.

Ji'ka S himpunan kelas res'idu te'reduksi lengkap modulo m, maka h,impunan

T - aS: {asls € S},

mertrytakan, h,i.m,punan kelas res'idnt tereduksi, Iengkap modulo nr,.

Diberikan bilangan bulat positif rn dan ,s - {or,or,..., ap(m) } him-
pllnan kelas resicltt tertxlrrksi krrrgkap modulo nl. Berda^sarkan eksistensi dan

lieturrggalart ittvers dalarrr rrroclulo nr, dapat diturrjuklian bahwa hirrrpunan ilvers
arrggotR-allBllola dari ,5. rlirrotasilia,rr derrgan 

p

{oi'.a;1,...:oil,a} atau {:,+, +\Lor' a2'" ' a9g6 I '

nrerupakan hiurpunan kelas residu tereduksi lengkap modulo nr..

Teorema 4.4.7 (Teorerna, Euler) , J'ika a dan rn, bi,langan bulat posi,ti,f d,engan

gcd(a, rn,) - I, rrf,aka ov(m) - 1 (mo<t nr,).

18
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Bukti' N{isalkart S : {n,.o, e.eftn) } himpunan sernua bilangan bulat positif
yarlg kurartg clari zn clatt relatif priura dengan zn. Karena gcd(a, rn) - 1, maka
berclasarka' Tco'erna 4.4.ti berraku 

{t

{oor,aazr...,aag(r)}

merupakan himpunan kelas residu tereduksi lengkap modulo rn. Akibatlya diper-
oleh

(oot)(oor) . . .(oor(d) = &raz . :'' . ae1*1 (mod zn).

Karena gcd(o6, rn) - I, k:1,2,...,g\n), maka diperoleh

svon)-1 (moctnz).

I

Dengan rlengalnbil m bilangan prima, maka Teorema Euler menjadi
Teorerna Ku:il Fermat.

Teorenra 4.4.8 (Teorema Kecil Fermat) . Jitca a bi,langan bulat positif d,an p
bi,langan prima, maka aP : o (mod p).

contoh 4,4.9, Di,berikan bi,Iangan prima p > T. Tfunjukkan bahwa

Itabi,s di,bagi ctleh p.

Penyelesaian. Dipt:rhatilian bnhwa

Karena gcd(10, p) - 1, maka berdasarkan Teorema Kecil Fermat diperoleh pl tgr-r -
1. sehingga

(p-1) kali

l
I

<i-d

tr

(p-l) kati

habis dibagi oleh p.
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Khusus untuk b - L, pada Teorema 4.3.6 diperoleh bahwa jika gcd( a,,rn) -
1, maka terdapat r dengan sifat en : 1 (mo{, zn). Bilangan r tersebut ,Cisebut

invers dari a modulo m,, dinotasikan dengan a-l atau j (rnod m,). Karena se-

rnua bilangarl r yang menlenuhi kondisi ar: 1 '(mod nt) bera,Ca pada tepat satu
kelas resiclu rnoclulo rn,, rnaka invers dari o modulo rn terdefinisi dengan baik.

Teorema 4.3,7 (Teoreura Wilsou). U'ntuk set;jap b,ilangan p'ri'ma,p berlaku (p -
1)! - -l (rnorl p).

Bukti. Urrtuli lesus 7t - '2 dan p : 3 cuhup jelas. Dianrbil sebarang bilangan
prirna p

sebaraug s € S nrenriliki invers tunggal s'€ {r,2,...,p - 1}. Lebih lanjut,
s' 11 dan s' * p - L, akibatnya s' € ,5. Diperhatikan bahwa s, + s sebab jika
s/ : s, maka s2 : 1 (mod p), sehingga diperoleh pls-l atau pls+ 1. Hal ini tidak
tnurrgkin sebatr s* 1 < p. Aliibatnya diperoleh bahwa anggota-anggota dari S da-
pat ctiprartisi rnenjadi f pasangan berbeda (s, s') clengan sifat ss' : 1 (mod p).

Dengan mengalikatt + persamaan kongruensi tersebut diperoleh (p - Z)l - 1

(rnod p), sehingga didapat (p - 1)r - -1 (mod p). I

Dipcrhatikrtrr lrattwa korrvr:rs derri Trnrorr[r Wilson bsna,r. .yaitu iika
(',_1)!:_1(rrrocllr,)utttulisuatubilarrgarrbulatpositifn>
prima. sebab jika rr, :'n,fll2 untuk suatu bilangan bulat positif ,n,y,,rl2 >_ Z, maka
,t!.z... 'rlv. .. (n - 1) + 1, suatu kontracliksi. Hal ini menrberikan cara lain
tttengetahui suatu bilaugau lllerupakan bilangan prima atau tidak. Namun, urr-
tuk n yang cukup besar Lral ini sulit dilakukan.

Contoh 4.3.8. Di,berikan, p b'ilangan ptirna dengan p = 1 (rnocl 4). Tunjukkan
bahwa

l(p-'\12
L(--Jl :-1 (modP)

Berdasarkan Teorema Wilson diperolehPenyelesaian.

-l - (r-t;t - i(p-i) - -i2 :(-r;r,-,tn 
l(?) ]' (mod p)

I<'i!(p- I) /2 I<i<('p-I) /2

lrirrtrttit 'p - I (rnorl {). rlrlkir (-- I 1\u-r)/2 - y. .Jarli.

l(p-l\.-l
L(;7'1 :-1 (r'odP)
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Contcrlr 4.4.LO. Dibertkut brlangan prima p > 5. Tunjukkan bahwa pB - 1

(mod 240).

Penyelesaian. Diperhatikan bahwa 240 : 24.9.5. Berdasarkan Teorema Ke-
cil Fermat, p2 _ 1 (mod 3) dan pa _ f (moh S). Karena gcd(p,2a)_ 1 dan
.p(24): 8, utaka berdasarkan Teorema Euler diperoleh p8 = I (mod 16). Jadi,
p8 = I (rnod rn.) untuk rn. - 3,5 clan 10. Akibatnya p8 = 1 (mod 240). !

Berdasarkatt Teoretrta Euler diperoleh jika a dan m bilangan bulat posi-
tif t'a,rrg rerlatif yrrittta. tttalia telrlapat bilangarr bula,t positif r clengal sifat ar: I
(rrulrl rrr ).

Definisi 4.4.LL. Dtbe'rtkan bi,Ia'ngan bulat positi,f m. Bilangan bulat posi,ti,f a
dikatakan m,emi,liki, order d, mctdulo m, d,'inotasikan ord,,,,(o) : d,, ji,ka d ad,alah

bi,langa'n bulat 'posi,ti,f terkec,il de'ngan si,fat ad : 1 (mod rn).

Berdasarkan Teorerna Euler, ord-(a) - d, < p(m).Jika bilangan bulat
positif r memenuhi st :1 (mod m.), maka berdasarkan Teorema 4.2.!L,

oscd(.r.,rl) - 1 (mod.rn).

Karena gcd(r, d)

1 (rnod zn), maka diperoleh gccl(r,d) _ d. .+Artinya, d membagi r, sehingga
diperoleh Teorerna seltagai berikut.

Teorenta 4.4.I2. Riltt,tr,tltttt lntlut yto.s/ti,f !r: 7111,r,,,r.tt,tilt,i (r,,,' : l (r1<ltl rtr.) .j,iku, rlurt
han'ya lzku r kel,t,patart, durt. ot.der a mod,ulo m.

Contoh 4.4.L3. Tentukan, ord,e, d,ari 8 mod,uio II.

Penyelesaian. Berdasarkan Teorema Kecil Fermat. diperoleh 810 - 1 (mod 11).
Akibatnya, orcl1l(8)110. Diperhatikan bahwa g2 - -z (mo,c 1l)dan g5 _ -1
(mod 11). Jadi. ord11(8) : 10. D

Soal Latihan

1. Turrjukkau liahwa Tl'J'J'2'Zt',,,t + b5S52222
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2. Berapakah sisa pernbagi an 4}43nt oleh f CjOt

3. Tentukan digit ratusan dari 20132013.

4. Terrtukan seurua bilangan bulat nr,Tt2,...,np larrg memenuhi n! + n$ +
" ' + ntz: 20t3' t(

5. Terrtukan sisa peurbagian 683 + 883 oleh 40.

6. T[rujukkan bahwa titlnk acla bilangan bulat positif z dan y dengan sifat
J''] : 2!t + 15.

7. Tentukan orcler dari 5 modulo 12.

8. Ttrnjukkan bahwa utttuk setiap bilangan bulat positif n berlak u ne : n3

(urod 504). d

9' Diberikan p dan g bilangan prima berbeda. Ttrnjukkan bahwa untuk setiap
bilangan bulat a berlaku

pql@oo _ ap _ eq + a).

10. Tunjukkarr bahwa untuk setiap bilangan genap positif n berlaku n2l2"t - I.

ll.T\rrrjrrkkattbtrltwirtttttuksctiapbilarrgarrprirnap>
(ruocl 210).

12' (u) Tentukau jurrrlah senlua bilangan bulat positif yang kurang clari 2013

clan relatif prirna dengan 2019.

(b) Tentukan jumlah sernua bilangan bulat positif yang kurang clari 4026

dan relatif prima dengan 2013.

13. Tentukan banyaknya bilangan bulat positif m 12013 dengan sifat

{2013, 4026,6039, . . .,20L3rn}

rnerupakan hirnpulran kerlas residu lengkap modulo zn.

14. Dilrcriknrr 1n bilarlgiul lrritrtit. Trurjukkalr bahwa p rnem6agr alf - ltap untuk
setiap bilangau bulat positif a dan b.

2T
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15' Thnjukkan bahwa untuk setiap bilangan$ulat positif n berlaku

fe(4 -'n.
41"

T\rnjukkan bahwa uutuk setiap bilanganBrima ganjil p berlaku

!2.J2....(p -,D2 - 22.42 ...(p _ ry _ (_ L)b-rt/z (rnod p).

16.
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BAB VI FUNGSI TANGGA
.dL

5.2 F\rngsi Tangga

Dipelha,tika,n lra,ltu,a rrrttuk setiap bilangarr real z terclapat cleugan turrggal
bilarrgarr bulat n, tlengan sif'at rt I r < n + L. 

o'

Definisi 5.2.1. Di,beri,kan bi,langan real x. Bilangan butat yang tebi,tt, besar d,ari

atau sa'ma de'nga'nr di.sebut fl,oor da'rir, di,tuli,sr, - L*). Seli,si,hr-Lr) d,isebut

bug'ian,'peculr,art, dafi r, d'irtotas'ikan dengan, {r}. Bi,lartgan bulat yaTug tebi,h besar

dari atau san'La dengan r d'isebut ceiling dari r, d,inotas,ikan dengan n,- l*1.

Diperhatikau batrwa jikaz bilangan bulat, maka L"J - frl clan {"} - 0,

sedangkau jika r: bukan bilangan bulat, maka [".] - lrJ + 1.

Contoh 5.2.2. Selesa'ikan s,istem persarnaan berikut:

r + L,u) + {r} := 200.0,

{r'}+y+lz)_ 190.1.

LrJ +{g}+t_ 128.8.

Penyelesaian. Karena untuk setiap bilangan real r berlaku * - Lr)+{r},maka
dengan menjumlahkan ketiga persamaan tersebut diperoleh

2r * 2y + 2z : 568.9, or r + A * z : 284.45.

Dengan mengurangkan ma^sing-masing persamaan yang diberikan dengan per-
samaan terakhir diperoleh

{il + Lr) _ ai qs,

lr'J +{z} _ 94.35,

{r,} + Ly.J 105.65.

Diclapat {'y} - 0.45. LrJ - 84, ["rJ - 94, {r} - 0.35, {r} - 0.6b, L.yj _ t0S. Jadi,
r - 94.65,U : 105.45 dau ; - 84.35. D
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Ccrntotr 5.2.9. Diberi.kan bilangan real posi,ti,f a dengan {o-'} - {o'lt dan 2 <

a2 < 3. Tentu,ka,'n ttil,ai d,u'i a.$ - 8a-r. '.,

Penyelesaian.Diperlratikarrllahwaa>1,trrakao,_l<

{o-t} : a-r. Karena 2 < az < 3, maka {o'} : a2 - 2. Akibatnya diperolelr

-r ' ,-1) - {a'}: a2 - 2 atau a3 -2a- 1:0. Diperoleha':tCI,'l- 1 0-l:&--zav'duu- 
01

(o+1)(o'-a- 1) : a3-2a-1:0'

Nilai a positif yang memenuhi hanya o:t*.fi. Diperhatikan bahwa*- z ' Y

a6: (o')' - (2a+ 1)' :4a2 *4a* 1: 4(a+ 1) + 4a* 1- 8a*5.

Diperoleh a7 -- 8a2 * 5o - 13o * 8, sehingga berlaku

,26-8a,-1 -o'-8:13.a

D

' Contoh 5,2.4. Tentuka'n sernua solus'i real dari persarnaan

4r2-aolrJ+51 -0.

Penyelesaian. Diperhatikan bahwa karena untuk setiap bilangan real r berlaku

LtJ S r, rnaha diperoleh

(2, - 3)(2r - LT) : 4r2 - 40r+ 51 3 4r2 - 401"J + 51 : 0,

sehirrgga diclapa,t t S * < +. Akibatnya diperoleh 1 S L"J S 8. Di lain pihak

JW': 
-T-'sehirrgga berlaliu

,-,-lvmlir_rrlr*r- L 2 l
Dengan ureusubstitusi L"l € U,2,3,. . . ,8) ke persamaan tesebut, diperoleh

batrwa nilai L"J yang rnemenuhi hanya 2,6,7 atau 8. Diperoleh nilai n yarug

memenuhi adalah +,ry,ry dan P !
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Ctrrrtolr 5.2.5. Tentuku,'rt bilarLqun bulat terbesar yang ku,rang d,a,ri atau san-ra

de,nga,n (rft + \re)n 
{_e

Penyelesaian. Denga,n rnenggunakan Binomia] Newton diperoleh

(fr + 6)n _ 6fr)n+ 4( {a)rrfr+ 6( ,re)r1.fr), + 4\re(fi), + (,fr)n
_ 36 + z4\m + 180 + z}\m + 2s :241 + 4g\m

darr

bre - 6)o _ (r/6)o - 4(rtf ,re+ 6( ,fr)r(fi), _ qrfr(.,6)' + 6fr)n

- 36 - 24\m + 180 - Z}\m + 25 - 241 - +gtEO.

Diperoleh

it? + ,f,f + jft, - ,fr)n - 482.

Dipcrtratikan ba,hwa t/6 - ,fr < l' rnaka 6rc - ,fr)n < L.Akibatnya diperoleh

Ltre+fr)'.J -481

tr

Beberapa karakteristik dari fungsi floor atau fungsi tangga diberikan
sebagai berikut.

Teorema 5.2,6, Di,berikan bi,langan real x:,U.

u. Jr,ku o dut, b bi,l,u;rtttu'n bulut dengun l, > 0 tlun q,,r bertur.ut_turat hasi,l

bugt, dan s'tsu ketzka a dtbagt, oleh b, maka q : Lil dan r: {f;} t,.

b. untuk set'iap b,ilangan bulat n berlaku Lr + n) _ LrJ * n d,an f, + n1 :
lrf + n.

c. ,Iika t hi,l,angan bu,l,at, maka L"l+1,-*J - 0; jika r bukan hi,langaa hul,at,
maka LrJ + l,-*J - 1.

d. Ji,ka r 1 A, ,maka 
L"J < LyJ .

e. L"J+LyJ s L*+aJ< LrJ+LsJ+r.



'-r
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f. Jika r,y ) 0, m,alea L"J . LyJ < L*yJ,

g. Ji'ka u ) 0, maka untuk setiap bi,langan butat positi,f n banyaknya keli,-

'pata'n posi'ti'f dari n, yang kurang dari atau saTnl, dengan r adatah lft).

h. Untuk set'iap bi,langan bulat posi,ti,f n berlaku

lL"J I : lgl
l " ) -.1;J

Contoh 5,2.7. Tunjukka'n bahwa untuk seti,ap bilangan real r dan y berlaku

l'2:t:) * Lzyl 2 L"J + Lil + L* + y) .

Penyelesaian. Dibelikal bilangan real uJ,an y. Karena -r - L"J + {r} dau
y - LaJ + {y}, uraka diperoleh

l2r) + Lzy) : 2 L*) + lz{x}J + zLsJ + lz{a}l

dan

Lz + a) - L"J + LyJ + L{b} + {y}J

Akibatnya, cukup dibuktikan

Lz{*}) + Lz{y}J > L{r} + {y}J .

Tarrpa rnerrgura'gi keuruuuarl. rnisalkan {r} ) {y} Diperoleh 2{*I Z {"}+{y},
sehingga diperoletr

Lz{*) ) + Lz{y}J 2 lz{r}j'tt"t + {y}J

Jadi.

l2r) + Lzy) 2 L'J + LyJ + L* + y) .

Contoh 5.2.8. Tu'njukka'n bahwa untuk seti,ap bi,langan bulat posi,tif n berlaku

la+,Ft):lw)

n
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Penyelesaian. Diambil sebarang bilangan buldt positif n. Diperhatikan bahwa

(,/i +'/i + t)2 : 2n * t + zt/FTi
E

da.n

\+ ,, <,/FTi <n*1.
Diperoleh

\/4ki < t/i+,/"11 < {4n +s.
Karetra setiap bilatrgalr kuadrat bersisa 0 atau I ketika dibagi oleh 4. na\a 4n+2
dau 4n. * 3 bukau bilaugau kuatlrat, sehiuga diperoleh

Ilo-+ t) = L,/TFrzl: i,am1
Jadi.

t-ytrn+,frr+t]: l,mfzl
tr

Contoh 5.2.9. Diberikan p dan q bitangan bulat yang retatif prima. Tunjukkan
buhuu

L;l 
.L?j + .lry] -k-,xq-r)

Penyelesaian. Karena gccl(p, q) :1. maka A brrkun bilangan bulat uutuk setiap

i:I,2,...,q-1. Dipelolch 
q

LTl. Lryl - p + l1l- L#J - 
p - L

untuk setiap ,i - L,2,...,Q - 1. Akibatny&,

q-l , ,,ELfl:iirfl-L?J 
)

g-l
_ fO-1) :(p-1)(q-r)

i:L

Jatli

L;l 
.L#l + .[.t#.| -(p-txq-r)

27
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Selanjutllya, diberikan salah satu sifat terkenal terkait fungsi tangga

yaitu Identitas Hermit. ,,

Teorema 5.2.10 (klentita.s Hermit) . Unhrk set'iap bilangan real r dan bilan,gan

bulat posi,tif n berlakn,

L,J + 1,,*:l.l, * ?,). + l**#.J -tnr)L 'IJ

Bukti. Diambil sebarattg bilangan real r dan bilangan bulat positif n. Kasus

r bilangan bulat cukup jelas. Diasumsikan r tidak bulat, berarti 0 < {r} ( 1,

sehingga terdapat L < i I n - 1 dengan sifat

{*} +} . " dan {'} + Ia r,

ekuivalendengan 
rt,-i,<{r} an*i,*Ln'n

Akibatnya diperoleh

i"r:J -L'.*l : :l'*r;J]
clarr

l"*11 :l t+11 I n _llL ?rJ Lt'* " J_"'-1"* " l,
sehirrgga berlaku

L,l + l,*:l . + l,* +l : iL*J+@-i)1rJ +1)L NJ

: nLrJ*n-i,.
Di sisi lain,

nLrJ *n - i 3nLrJ + n{r} : nv) I nLrJ + n - i,+ 1,

yang berarti Ln,*) - n Ln) * n.- i. Jadi,

[zJ+1,,, *+I. +l,*":Il : nLr)*n-i- L n) | n J L

_ frr,rJ . ,-\
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Contoh 5.2.LL. Di,berika bilangan real r. fifiiutctcan bahwa

ILi#J :r"r
Penyelesaian. Deugau rrrelrg-arrrbil n - 2 pada, Identita^s Hertmit diperoleh

L,r + 
L". ;l - t2r) ,

atau

L". ;l - tzrJ- L"J

Akibatnya diperoleh

iL#l :EL*-;l :p'.{l#)-L#r): L.)
&:1 L J t-t L

tr

5,3 Pangkat Tertinggi

Rnrgsi floor nteuiiliki cukup banyak aplit asi, salah satunya dalam meneu-

tukatt pangkat tertinggi suatu bilangau patla f'aktorisasi prirna bilangan berbentuk
nl..

Teorema 5.3.1, Diberikan bi,langan bulat positif n dan p dengan p prima. Bi-
lan,ytrnn hulat, n,on,-ne.qati,f k yang m,emenuhi pkllnl adalah

L;l 
.l#1- 

Lfrl 
+

Bukti. Akan dibuktikan dengarr irrduksi matematika.

Basis Induksi. Uttttrli rr : L diperoleh p0lll!. Di sisi lain, untuk setiap bilangan

brtlat positif s lrt:r'lakrr

l+l-0,
Lp" J

sehingga diperoletr

0-L;i .L;l .Lil +

<i-*
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Contoh 5.3.3. Di,berika'n 'rn d,an rr, bilangan bulat positif. Tunjukkan bahwa

ml(nl)^ habis membagi, (m,n)|.

Penyelesaian. Diarnbil sebarang bilangan pritna p. Misalkan u,T,y, z btlangan

bulat non-negatif dengan sifat p'''llmt, p*llnl, pullmt(r!)"' dan p"ll(mn)|. Cukup

ditunjukkan r 3 a. Diperhatikan bahwa A : ut*mr, sehingga cukup ditunjukkan

>lrl= r l#l*r,I L;l
Jelas baltwa jika p > tr. jrunlahau kectua pada ruas kanan bernilai 0. sehirrgga

ketaksarnaan berrar. I)iasuursikarr p

clerrgau sifat p'' < ,, < p,"*t. Diperoleh

lLrl : ,>^1,"fr1 
.rl##)

Soal Latihan

1. Diketahui .r: clau y bilaugau real dengan sifat Lrt) - 9 dan IrA: 12.

Tentukan nilai terkt:cil yang mungkin dicapai oleh LA - , ) .

2. Diketahui rt. bilangan bulat positif dengan 7 digit terakhir dari n,! adalah

8000000. Terrtukarr nilai n.

3. Diketahui s dan t bilangan bulat positif dengan sifat

7"11400! dan 3'll((3!)!)!.

Tentukan nilai s*t.

!

-iL---
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Terbukti untuk kasus n, : L.

LarrgkahInduksi.Diasrttttsikattpernyataattbenaruntuksetiapn<
Akarr dit,uujukkau pet'tr,yat,aau beuar untuk 'rL: Tn. Misalkan k merneluhi pkllnil.
Diperhatikarr bahwa barryakrrya bilangan kelipq,tan 7t di antar a I,2, . . . ,m adalah

L;l 
. Diperoleh k rnerne'utri

pkllp2d(3p) . . (kp) - pk,(k,) !,

lrnl
deugan kt : 

LAI 
, sehiugga cukup dicari k dengan sifat

pk-k' ll(k,)l

Berda^sarkan asumsi incluksi diperoleh

A:-A:Li] -LFJ -LF] +
' 

Kareua uutuk setiap bilir.rrgan bulat positif s berlaku

ll-ll
LFI 

:L#l :L#l

maka diperoleh

r-l1):lT. 
L#J 

.LH+radi 
k-LT).1#).1#l+

Terbukti perrrvataan bcnar untuk kasus Tt,: m..

Contolt 5.3.2. 'l\:ltl,uAu rt lrutrguA;rr,gu tl'ig'tt 'rtttL bu"uruturyuTlg ter.letuk ,putlu bug,r,art

akhi,r' da'r'i'rep'resen,tast, destmal 2013!.

Penyelesaian. Akarr dicari m dengan sifat 10*112013!. Diperhatikan-bahwa
10 - 2.5 dan 2

rnorrrerlltri q < p, sr:hingga didapat, nr, : Q. Akibatnya

lzcIn:Q: L#l . LHJ . L#J . L#)--nor+80+10*3-b01

I

I
l
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4. Tbntukan bilangari bulat positif terkecil n dengan sifat 102e0ln!.

5. Terrtukan selnua bilangan real r yang mE'menuhi

I 3 I l4l
L;l 

* 
L;J -5

6. Tentukan sisa pembagian L#ft.J oldlr 1000.

7. Ttrnjukhan bahwa urrtuk setiap bilangan bulat positif n berlaku

lO,+\fr+rl : lA+,/m)
8. 1\rrr.irrkkatr lri-rltwa rrrrtuk sctiap bilarrgan bulat positif rr berlaku

' 9. Ttrnjukkan bahwa untuk setiap bilanganiulat positif nt, dann berlaku

(u) mtnt(m +n)! rnembagi (2*)l(2n)1.

(b) (k!)*" +kn- r+ ' +k+tl(k"*t)!.

10. Diberikan bilangarr real r dengan sifat

l'*#l +1".#l + +1".fr1 -54c

Terrtrrliarr II00r,J

11. Teutukatt battyakttya bilaugau bulat berbeda pada barisarr

L#l L#l , L#l
12. Diberikan g : fr# dan n bilangan bulat positif. Tentukan nilai dari

LqLq"ll - lq'nl.

13. T\rnjukkan bahwa untuk setiap bilangan bulat positif n,

ftr* ;l]
rnerupaka.u -ltilauga rr garrj il.

3',2
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L4. Diberikan p dan q bilangan bulat positif. Thnjukkan bahwa

..ttpl _(q-r)h-D , Bcd(p,q)-1kfal:T-T'
15. T\rnjukkan bahwa untuk setiap bilangan prima p > z berlaku

ft, * fi1,);- zp+L

habis dibagi oleh p.

33
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Soal-Soal Tambahan

1. (a) Diberikarr n bilaugau bulat lebih dari 2. Ttrnjukkan bahwa diantara

bilarrgan-bila,ugau
I 2 n-L
nn,

ada sebanyak genap bilangan yang tidak dapat disederhanakan.

(b) Tunjukkan bahwa
I2n*l
30n*2

tidak dapat disederhanakan untuk setiap bilangan bulat positif n.

2. Diberikan ,k trilarrgarr bulat positif lebih dari 1. Tunjukkan bahwa terdapat

bila,rtgart pt'itutt, p tlau btrrisatr bilangan bulat positif et,,az,".. ra, dengarr

o; 1a., urrtrrk st,rtiirlr i <,j dau setiap suku pada barisan

p*ka1,p+kaz,p*kas...

mcrupakan bilangan prirna.

3. Diberikan bilangarr bulat positif nt dan R dengan sifat

Icm(m, n,) + gcd(rn, n) : m * n.

Ttrnjukkan bahwa salah satu diantara dua bilangan tersebut habis dibagi

oleh bilangan yang lain.

4. T\rnjukkan bahwa untuk setiap bilangan bulat positif o dan b berlaliu

(36a+b)(o+36b) +2*

uutuk setiap bilarrgau bulat positif k.



5. Tentukan jumlah semua bilangan berbentuk alb dengan o dan b merupakan

faktor positif dari 27000 yang relatif prima.

6. Diberikau :l:. U. : lrilarrgan bulat positif dBngan sifat

1_1_1'J:yz
Misalkart h - gc:cl(.r:. 'y,z). Turrjukkan bahwa hryz dan h(y - z) merupakan

bilangart kuadrat sernpunra.

7. Diberikan p bilangarr prima dengan p = 2 (mod 3) dan plaz + ab + b2 untuk

suatu bilangan bulzr,t a dan b. Thnjukkan bahwa o dan b habis dibagi oleh

p.

8. Tentukan serrrua bilangan bulat positif n dengan sifat ffia 5 bilangan

bulat.

, 9. Tentukan serrrua bilarrgarr prirna p dengan sifat ,(p2 + 11) : 6.

l(), Dilrcrikittr lriliuliliur lrrtlut lrositif n. ,lika o: (t (rnorl n), turriukkarr llahwa

o! = b" (ur<ici nr7 ,\lrakah sebalilcrya tetap berlaku'?

11. Diberikan p bilangan prima dan & bilangan bulat dengan L < k < p - 1.

Turrjuklian bahwa

(';t) = (-1)n (mod p)

12. Diberikan bilangart prima p. Ttrnjukkan bahwa terdapat tak hingga banyaknya

bilangan bulat positif n dengan sifat plz - n.

13. Diberikan k Lrilarrgarr ganjil positif. Tunjukkan bahwa

L + z+ ... + nl(tn + zk + ... + nk)

' untuli setiap triia,rrgarr bulat positif zl. 
,

L4. Diberikarr p bilalr{ian prirrra lebi}r dari 5. Ttrnjukkan ba}rwa tidak ada bi-
la,rrgau bulat r ctt.rrg,au sifa,t t:4 - p - 4.

15. Turrjukkan baltwa utttuk setiap bilangan bulat positif n berlaku

o(1) + o(2) +... * o(n) < n2.

*.--
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16. Tentuka serllla lrinrprrnan berrhingga ata^s bilangan bulat positif yang mernenuhi

i+j
gc'd(z:+7;

nrerupakarr arrggota ^9 urrtuk setiap i, j € S.

L7. Diketahui bahwa, 22r) uterupakan trilangan sernbilarr digit dengan setiap dig-

itnya berbecttr,. Ti:lrtukarr digit diantara 0,L,,2,.. . ,9 yang bukan merupakan

digit dart 22e.

18. Tunjukkan bahwa untuk setiap bilangan bulat lebih dari 1, bilangan n5 +
tra + I merupakau bilangan komposit.

19. Bilarigan 10 digit dikatakan "menarik" jika setiap digitnya berbeda dan

merupakan kelipatan dari 11111. Tentukan banyaknya bilangan menarik.

20. Terrtulia,u sernua, lrilarrga,u priruap darr g dengan sifat pql(5,'-2p)(5't -2't).

2I. Tuujukkatt tra,ltu'ir tercla.pat tak hirrgga barryaknya bilangarr yang ticlak rnernuat

digit 0 dan trabis dibagi oletr jumlah dari digit-digitnya.

22. Diberikart o dan b bilangan bulat positif yang relatif prima dan dibentuk

cleret artirna,tik iierikut: a,, a, * b, a I 2b, . . ..

(u) Tunjukkan bahwa terdapat tak hingga banyaknya suku dari barisan

aritmatik tersebut yang memiliki faktor prima sama.

(b) Tunjukkan bi.rhwer terdapat tak hingga banyaknya pasangan suku dari

barisan arituiatik tersebut yang relatif prima.

23. Diberilialr rr trilauga,n bula,t positif.

(o) Tt:rrtukan g-r'rl(ri! + 1. (rr + 1)! + t).

(b) Diberikatt rr rlart b bilangan bulat positif. Tunjukkan bahwa

gcd(2r,"' - I,flb - 1) - n$cd(u'b) - 1

(.,) Diberikan o. datt b bilaugan bulat positif. Thnjukkan bahwa gcd(no *
L, rf + 1) habis membagl pscd(a'D) + t.

36



\ 
-

31. Diberikan o dan b biler,ngern bulat positif. Ttrnjukkan bahwa banyaknya

solusi bulat norr-rrega,tif (r, A, z) clari persamaarl ar * ba * z : ab adalah

1

;Kt + 1)(b + t) * gcd(a, b) + tl.

32. Diberikan p,e cian r bilangan prima lebi'h d,ar\ 2 dengan sifat q' + I.Tun-
jukkarr bahwa Zrlp - 1 atau plqz - L

33. Ttrnjukkan bahwa untuk setiap bilangan bulat positif n berlaku

l(n-t)! I

L;6mj
34. l'entukan semua brlangau bulat positif rr, seltirtgga rr, merniliki kelipatan

dengan digit-digitrrya, tidak sama dengan 0.

35. Tentukan bilangan bulat terbesar n dengan sifat n habis dibagi oleh setiap

bilangan bulat positif yarlg kurang dar\ ffi.

36. Tentukan semua bilangan real r dengan sifat rlrlrl"JJJ :88.

g7. Tentukan bilangan bulat a,b,, cyang ,"p#rrg-sepasang relatif prima dengan

e,,b.c > 1 dan

bl2" + r,, clTb + L, alT" * r.

38. Diberikan n bilaugarr bulat positif dart p1, pz, . . . ,pn bilauga prirna berbeda

.yarrg lebih dari ,1. 'I\rrriukkarr bahwa ')P7P2"'h'l * I rnerniliki seticlaknya 4"

faktor positif.

39. Untuk setiap bilarrgan l-rulat positif k, didefirrisikarr p(k) sebagai faktor ganjil

terbesar dari k. Trrnjr-rkkan bahwa untuk setiap bilangan bulat positif zl

berlaku '+.+ -ry+ .'+.z(n{r)
40. Tentukan semua bilangarr bulat positif k,dengan sifat

,(?r) _ n
r(n)

uutuk suatu bilarrgarr brrlat positif n.
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(cI) Diberika n rn lrilrungau bulat positif i*n*on gcd(m., n) : 1. Tentukarr

gctl(5" + 7"' ,5" + 7") .

24. Diberiliarr o bilarrgarl bulat dengan sifat o

111 1a*t*5+...+i5:zsl
Tentukan sisa penrbagia\ a oleh 13.

25. (u) Diberikau p ) 3 bilangan prima dan n7,TL bilangan bulat yang relatif
prima dengarr sifat

rrt1l 1

;: p* Zr+... + 6ry
'l'utrjukkarr l,lalru,'tr ltlt n .

(b) Diberikar'p > il bilarrgan prima. Tunjukkan bahwa

ttr,- 1)! ('*;* .*)

26. Tentukan semua pasangan bilangan bulat non-negatif (r, y) dengan sifat

n2 * 3y dan y2 * 3t; rnerupakan bilangan kuatlrat sempurna.

27. Tentukan tiga digit terakhir dari 2003'*1'oo'.

28. Diberikan p ) 3 bilangau prirna dan

{nr,o,r,..., ap-t } dan {br,br,..., bp-}

clua hitnpunall llrla,s rt:siclu lerrgliap rnodulo p. Tunjukkan bahwa

{o'bt . azbz, . . ., ar,-rbr-r}

bukan himpurrarr kclix residu lengkap modulo p.

29. Ttrnjukkan bahwa setiap bilanga bulat positif kurang dari n! auput diny-

atakatt sebagai jurnlatrari tidak Iebih dari rr, bilangan positif yang merupakan

faktor dari n.!.

30. Ttrnjukkan bahwa untuk setiap bilangan ganjil n > L berlaku n. /i2" * t.
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